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DE LA CONTROVERSE ENTRE Mrs, LEIBNITZ 

& BERNOULLI 

sur les Logarithmes 

DES NOMBRES 

NEGATIFS ET IMAGINAIRES. 
far M, EULER, 


Q uoique la doflrine des logarithmes foit fi folidement établie, 
que les vérités, qu’elle renferme, femblent aulïï rigoureufe- 
ment démontrées que celles de la Geometrie; les Mathémati- 
ciens font pourtant encore fort partagés fur la nature des logarithmes 
des nombres négatifs & imaginaires ; & quand on ne trouve pas cette 
controverfe fort agitée, la raifon en eft apparemment, qu’on n’a pas 
voulu rendre fufpe&e la certitude de tout ce, qu’on avance dans les 
parties pures de la Mathématique, en developant devant les yeux de 
tout le monde les difficultés, &meme les contradictions, auxquelles les 
fentimens des Mathématiciens fur les logarithmes des nombres néga- 
tifs & imaginaires font aflujettis. Car, bien que leurs fentimens puis- 
fent être fort differens fur des queftions, qui regardent la Mathémati- 
que appliquée, où les diverfes maniérés d’envifager les objets & de les 
ramener à des idées precifes, peuvent donner lieu à des controverfes 
réelles; on a toujours prétendu, que les parties pures de laMathema- 
tique ét oient entièrement délivrées de tout fujet de difpute, & qu’il ne 
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sV trou voit rien, dont on ne fut' en état de démontrer, ou la vérité 
ou la faufleté. 

Comme la do firme des logarithmes appartient fans contredit a 
laMathemacique pure, on fera bien furpris d'apprendre, qu’elle ait été 
jusqu’ici aflujettic à des concroverfes tellement embarraflecs , que de 
quelque parti qu’on fe déclare, on tombetoujours en des contradiftions, 
qu’il femble tout à fait impoflible de lever. Cependant fi la vérité doit 
fefoutenir partout, jl n’y a aucun doute, que toutes ces contradiflions, 
quelque ouvertes qu'elles paroiflent, ne peuvent etre qu’apparentes, 
& qu’il n’ y fauroit manquer des moyens pour fauver ia vérité, quoi- 
que nous ne fâchions point, de quel endroit nous puiffions tirer ces 
moyens* 

Cette controverfe fur les logarithmes des nombres négatifs & 
imaginaires fe trouve agitée avec aflez de force dans le Commerce lit- 
téraire entre M. Leibnitz & M. Jean Bernoulli. Ces deux grands Ma- 
thématiciens, à qui nous fommes pour la pkispart redevables de l’Ana- 
lyfe des infinis, furent tellement partagés fur cet article, qu’il n’y avoit 
pas moyen de les mettre d’accord là deflus ; quoique l'un & l’autre 
n’ait eu en vuü que la vérité, & qu’ils fuflent egalement éloignés de 
foutenir leurs fentimens avec opiniâtreté. Mais chacun a trouvé dans 
le fentiment de l’autre tant de contradictions, que ç’auroit été une 
complaifance trop outrée, fi l’un avoit changé fon fentiment en faveur 
de l'autre. Car il faut remarquer que les contradiflions, que ces deux 
Grands hommes fe reprochoient, etoient réelles, &r point du tout du 
nombre de celles, qui ne paroiffent telles, quà la partie oppofée, en- 
tétée de fon propre fentiment. 

Pour mettre donc cette remarquable controverfe dans tout fon 
jour, j’expoferai ici féparémenc les fentimens de M. Bernoulli & de 
M. Leibniz ; j’y ajouterai enfuice cous les argumens, donc chacun s’eft 
fervi pour maintenir fon fenrimenc: & enfin je détaillerai les objeftions, 
qu’on peut faire, tant contre les argumens, que contre chaque fentiment 
meme, & je ferai fentir en toutes leurs forces toutes les contradictions, 

aux- 
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auxquelles l'un & l'autre de ces deux fentimens eft affujettî, afin qu'on 
foit d’autant mieux en état de juger, combien il doit être difficile dé 
découvrir la vérité, & de la garantir contre toutes les objections, 
après que les deux plus grands hommes y ont travaillé en vain. 

Sentiment de Mr. Bernoulli. 

Afr. Bernoulli foutint^ que les logarithmes des nombres négatifs escient 
les memes que ceux des nombres affirmatifs: ou que le logarithme du 
nombre négatif — a était égal au logarithme du nombre affirmatif — 1— a. 
dirtfi le fentimens de M. Bernoulli porte qutl y a l~a ~ l —J— a. 

M. Leibniz a donné occafion à cette déclaration de M. Bernoulli, 
lorsqu'il avança dans la CXC Epitre du Commerce , que la raifon de 
— f— ià^-i ou de — r à — J— i étoit imaginaire, puisque le logarithme 
ou la mefure de cette raifon , c.à d. le logarithme de — i, qui eft l’ex- 
pofant de cette raifon, étoit imaginaire. Là deflus M. Bernoulli dé- 
clara dans la CXCIII Epitre qu'il n’etoit point de meine avis,&qu’il 
croyoit même, que les logarithmes des nombres négatifs étoicnt non 
feulement réels, maisauffi égaux aux logarithmes des mêmes nom- 
bres pris pofitivement. Mr. Bernoulli fortifia suffi fon fentiment par. 
les raifons fuivantes. 

1. R.iifan. Pour prouver que l—xzzl— f— quelque nombre 
qu’on marque par x, il recourt aux différentiels; & puisque le differen- 

tilde /— jt eft — — ou ~ de même que celui de /-f- x, il en con* 

dut, que ces quantités mêmes l—x & / — | — jr , dont les différentiels 
font égaux , doivent être égales entr elles , & partant qu’il eft 
l—’X HZ. 

2 . Raifon* Cette raifon eft tirée de la nature de la courbe loga- 
rithmique. Pour la faire mieux comprendre, foit VB M une logarith- 
mique décrite fur l’axeOAP, qui eft en même tems fon afymtote. 
Soit ia foutangente de cette logarithmique, qui eft, commuon £iit,con- 
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ftante, ” i ; & que l’appliquée fixe A B foit aufiî “ i. Cela pofé, fi 
l’on nomme une abfciffe quelconque AP “ x, prife depuis le point 
fixe A, & l'appliquée qui y répond PM “y, on fait que x exprime le 
logaritlime de y, ou que x^. /y. Donc prenant les différentiels,’ ou 
aura pour cette courbe logarithmique cette équation différentielle 
àv / 

Jx~ — - ouyéx'^zdy. Cette équation demeurant la même, quoi- 
qu'on mette — y au lieu de y, M. Bernoulli conclut de là, que cette 
courbe VBM eft accompagnée, en vertu de la loi de continuité, de la 
branche v b w, qui lui eft égale & femb labié, étant fituée de l'autre part 
de l’axe OP, de forte que cet axe foit en même tems un diamètre de 
la courbe entière. Et partant , puisque la même abfciffe A P r ,! pond 
également aux deux appliquées P M & P //;, dont l’une eft la négative 
de l’autre, de forte que pofant PM “y il eftPw~- y; il s’enfuit 
que x eft aufit bien le logarithme de —y que de — f — y, par conféquent 
/-y— /-f- y. 


3. Raifon, Comme tout revient à prouver que la logarithmi- 
que eft compofée de deux branches égales, fituées de part «Sa d’autre de 
l’afymtote O P, M. Bernoulli apporte encore une autre raifon, qui 
eft, qu’en confidérant les courbes comprifes dans cette équation plus 
■ à y 

générale dx~ — , on eft d’accord, que toutes ces courbes, lors- 

“ y n 


que l’expofant v eft un nombre impair, ont deux branches telles, que 
l'axe, fur lequel font prifes les abfciffes x, en eft un diamètre. Donc 
il faut que cette propriété ait auftî lieu, fi n~ 1 ; or dans ce cas on 
aura la logarithmique de Particle precedent; d’oii il s'enfuit donc, que 
tant le logarithme dePM~-f-y, que le logarithme de P*» — — y 


eft le même ~ AP~x. 


4. Raifon. Puisqu'il eft certain par la nature des logarithmes, 
que le logarithme d’une puiffance quelconque p* eft égal au logarithme 
de la racine p multipliée par l’expofant «, ou que lf> n ~nlp; il s’en- 
fuit 
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fuît, que prenant' pour p un nombre négatif —a, if y aura /( — <x) ■ = 
w/(-o). Soit v~2f & il fera /(— a) 2 ” î/(— o). Or parce que 
(—a)* :TZ a 2 , nous aurons /(— a) % ZZia 2 ZZlla; d’où il s'enfuit 
que 2 /(— 6z partant/— a~ /-J-ff. Cela fe montre plus 
promtement de cette maniéré: Puisque (— a) 2 ~ (— |- o) * , il fera 
/{— a) 2 “ /(— |— o) 2 , ou bien 2/— j “ 2/— J-//, &par conféquent 
/ — a / — f— n. 


Toutes les autres raifons, qu*on peut alléguer pour prouver ce 
fentiment, fe réduifent aifement à une des quatre, que je viens d’expo- 
fer. Je m'en vai donc étaler les objeCdons, qu'on fait contre ce fen- 
timent, & les raifons dont il eft appuyé. 

i. OljcBiou. M. Leibniz oppofa contre la première raifon; que 
la réglé de differentier le logarithme d’une quantité variable x, en di- 
vifant le différentiel de x par la quantité même x n'avoit lieu , que 
lorsque x marquoit une quantité pofitive,de forte qu'on (e trompoiten 


pofant le différentiel de / — x égal à — ■— ou à — . 

—x x 


Or il faut 


avouer, que cette objeftion eft non feulement extrêmement Ibible, n’e- 
tant foutenue par aucune raifon valable; mais qu’elle renverferoit tout 
à fait le calcul différentiel des logarithmes. Car comme ce calcul rou- 
le fur des quantités variables c. k.à fur des quantités confîdérées engé- 

’ {j X 

aérai, s’iln’etoit pas vrai généralement, qu’il fut à. Lr” — , quel- 

X 

que quantité qu’on donne à ;r,foit pofitive, ou négative, ou même ima- 
ginaire , on ne pourroir jamais fe fervir de cette régie : la vérité du 
calcul différentiel étant fondée fur la généralité des réglés, qu’il ren- 
ferme. Or M. Leibniz n’auroit pas eu befoin de fe tenir à cette obje- 
ftïon pour maintenir fon fentiment , puisqu’il aurait pu attaquer la 
raifon de M. Bernoulli par une objettion beaucoup plus forte, que 
voilà. 


2. OljeBion. Mr. Bernoulli voulant prouver par l’égalité des 
différentiels, qu’il etoit /— ;r~/— {— approuverait parle même raifon- 
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nement qtle/2x:^7x: car le différentiel de / 2 xeft - — - — — 
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tout comme celui de îx. Et partant fi le raîfonnement de M. Bernoul- 
li étoit Julie , il s’enfuivroit que non feulement l—x “ /—J— x, mais 
aufli que / 2 x~/x&en général que /;;x~/x, quelque nombre que. 
marque ni conféqucnce,que M. Bernoulli lui même n'accorderoit ja- 
mais. Or on fait que, lorsque les différentiels de deux quantités varia- 
bles font égaux, il n'en luit pas davantage, que ce, que ces quantités 
variables different entr’elics d'une quantité confiante; &on n’enfàu- 
roit conclure, qu’elles fuflent égales- Ainfi quoique le différentiel de 
x-\~a foit zrdx aufiibien que celui dex, la conféquence fer oit bien, 
faufle , fi l'on en vouloit conclure que x— J— a~x. Par cette raifon 

il ell donc clair, que puisque le différentiel de /— x & de / — | — a elt le 
d x 

même' — > les quantités /— x & l~\~x ne différent entr’elles que 

X ' i * 

d'une quantité confiante, ce qui elt egalement évident, v\jque /— x — 
/— i — j— /x. Et de là on comprend aufli aifémenrique puisque /»x;z? 
/xr — 1 — / » , le différentiel de/»x doit être égal au différentiel de/x. 
II efl vraique M. Bernoulli fuppofe /— i ~o,de même qu'il efl/i~o, 
de forte qu'il feroit é— x~/x— |— /~i“ /x. Mais comme c'eft 
précifément ce que M. Bernoulli veut prouver par ce raifonnement, ou. 
voit bien que cette fuppofitîon ne peut pas être admife. 

3 . ObjeEhon. On peut oppoferla même ebofe contre la fécon- 
dé raifon de M. Bernoulli, quand il veut prouver par l’equation diffé- 
rentielle de la Logarithmique ydx ~ d y , que cette courbe a deux 
branches femblables fituées de part & d autre de l’axe. Car non feu- 
lement cette équation demeure la même, fi l'ob met —y au lieu dey, 
mais aufli filon met 2 y, ou en général ny pour y,- d'où il fuivroîtque 
cette courbe eut une infinité de branches , & que rabfciflé x fut le lo- 
garithme communion feulement de y & de— y, mais aufli de 2 y, &en 
général de «y, quelque nombre que foit ». Ainfi par laméme raifon, 
qu’on efl ert'droû de nier l’infinité des branches de la Logarithmique, on 
niera aufli l’exiflence des deux branches, que M. Bernoulli veut établir. 

4. Oh- 
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4. Obje&ion , Cette objeftion eft encore dirigée contre les deux 
branches de la courbe logarithmique. Car quoique qu’on puifle fure- 
ment conclure l’exiflence d’un diamètre d’une courbe, lorsque fon 
équation entre les coordonnées x &iy eft telle, qu’elle demeure inal- 
térée, fi l’on met —y à la place de y. Cependant ce critère n’cfl jufle, 
que lorsque l’équation pour la courbe eft algébrique, ou renfermée en 
termes finis. Car on fait qu'une équation différentielle eft beaucoup 
plus générale, que l’équation finie d’où elle a été tirée , & quelle ren- 
ferme une infinité de courbes, qui ne font pas comprifes dan$ I’equa- 
tion finie. Ainfi l’équation de la parabole yy ~nx a pour diffé- 
rentielle 2 y dy “ a dx\ mais cette même équation différentielle 
convient également à cette équation généraleyy~<7.i:;+://é,quirenfer- 
me à la fois une infinité de paraboles. Il en eft de meme de l’equatios 
différentielle de la logarithmique ydx qui convient auiïi bien à 

cette équation finie qu’a cclle-cy x“/y, qu’on a pourtant 

uniquement en vue. De la il s’enfuit qu’on ne peut pas juger de la 
forme d’une courbe, en ne confiderant que fon équation différentielle. 


5. QbjeEfion. Ce Ue-cy regarde la troifieme raifon, qui eft fans 
doute beaucoup plus forte. Car fi toutes les courbes comprifes dans 

cette équation generale âx ~ ^ , où « marque un nombre impair, 

font douées d’un diamètre, la même propriété doit avoir lieu, fi «zri, 
ce qui eft le cas de la logarithmique. Mais puisque cette propriété 
n’cft évidente, qu’entant qu’on confidere les équations intégrales de 
dy 

l’équation , qu’on peut toujours afiigner algébriquement: 


hormis le cas n ~ 1 ; de meme maniéré qu’on doit excepter ce cas, 
lorsque la queftion roule fur l’intégrabilité de l’équation dx — , 


on fera en droit de faire la même exception , lorsqu’il s’agit du juge- 
ment d’un diamètre. Donc, fi l’on ne peut pas prouver par quelque 
Htm, dt rXiAd. Tom.r, T autre 


& 14 « @ 


mue raifon, que'Ia logarithmique ait un diamètre, cet argument tiré 


t ^ y 

de l’équation générale dy n’eft pas convaincant. 


Pour en. 


montrer plus clairement l’infuffifance, je ferai voir même dans les 
courbes algébriques des cas, où une équation générale renferme des 
courbes toutes douées d’un diamètre, & que néantmoins il en faut 
excepter un cas particulier. Qu’on conlidere cette équationjy ~ V ax 

4 

— f— V a 3 (£— |— a"), & on ne doutera pas de conclure, que les courbes 
exprimées par cette équation n’ayent un diamètre, puisqu’en rédui- 
ront l’equation y~y’a.v -\-V a 3 (/' — f— ^r) à la rationalité, on obtient 
une équation du huitième degré, où tous les expofans de y fonr des 
nombres pairs. Cependant quelque fure que paroifle cette conclufion, 
il en faut pourtant excepter le cas où b~o ; car alors l’équation 


yZzV a x— f— y a 3 x étant délivrée des lignes radicaux ne monte 
qu’au quatrième degré devenant: 

y 4 — 2 a x y y — 4 a a x y —H a a x x — a 3 x — o 
laquelle à caufe du terme 4 a a x y eft deftituée de diamètre. De tout 
cela il s’enfuit donc, que cet argument de M. Bernoulli n’elt pas affez 
rigoureux pour démontrer fon fentiment. 

6. Obje&to?t. Je pafle à la quatrième rpifon de M. Bernoulli, qui 
eft fans doute la plus forte; car 011 ne fauroit révoquer en doute aucun 
article, qui y fert de fondement, fans renverfer les principes les mieux 
établis de l'analyfe & de la doftrine des logarithmes. Car on ne fau- 
roit nier que (— /?) 2 “ (-+- //} 2 , donc il n’y a aucun doute, que leurs 
logarithmes rre foient égaux c.àd. /(— n) 2 rz / ( — f— n) 2 . Enfuite il 
*ft également certain qu’il eft en général lp 2 rz 2//), donc il y a 
/( — a) 2 ~ il—» & / (— p- a) 2 ZZ il~\~» : & partant il fera fans 
Contredit 1 l—a ZZ 1 1— \—a . Les moitiés de ces deux quantités fe- 
ront donc aufli inconteftablement égalés entr’elles, & par conféquent 
il fera l — a ZZ ht, tout comme M. Bernoulli le foutient. Mais h ce 

raifon- 


raifonnement eft jufte» on en tirera auflî d’autres confequences , que 
perfonne,& encore moins M. Bernoulli, ne fauroit accorder : car oa 
prouvera de la même façon, que les logarithmes des quantités imagi- 
nairûs feraient aufli bien réels, que ceux des nombres négatifs. Car 
il eft certain que {a V — t) 4 ZZ a 4 , donc il fera auflî /(a V — i) 4 — 
la 4 , dr déplus 4 l[aV — 1) “ 4/0, par conféquent l[aV — 1) “ la . 

Outre cela, puisqu'il eft ^ —a 3 , il fera 
l ^ ~/a 3 , départant 3/ 


3 _ , 

— *= 31 *, 
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donc l ce qu’on ne fauroit admettre ûns renver- 


fer toute la dottrine des logarithmes. 

Il fcroit donc, félon le fyfteme de M. Bernoulli, non feulement 
/ — i~/imo, mais auflî IV — 1^0; / — V — 1 “ 0 ; de 


/ zi±y-± = „ 


Or M. Bernoulli ayant fi heureufement réduit 


la quadrature du cercle aux logarithmes des nombres imaginaires, fi 
le logarithme de V—t etoit ~o, toute cette belle découverte ferait 
faufle ; par laquelle il a fait voir, que le rayon eft à la quatrième partie 
de la circonférence , comme V — 1 klV — 1 . Donc pofant le rap- 
port du diamètre à la circonférence “ 1 : ff, il fera | -, & 


partant IV — i — \^V — 1, ce qui ferait abfurde s'il etoit IV— 1 — o. 
11 11'eft pas donc vray que IV — 1 —O, d’où il faut conclure que quel- 
que folide que paroifle la 4 mf raifon , elle doit être fujette à caution, 
puisqu'il en fuivroit auflî bien IV — 1 — o que /— 1 “o. Par confé- 
quent on ne peut pas dire , que le fentiment de M, Bernoulli foit fuffi- 
fament prouvé. 

. Il eft ici fort étonnant, que, foie qu’on embraffe le fentiment de 
M. Bernoulli, ou qu’on le rejette, on tombe également endes embar- 
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ras infurmontables,& même en des contradictions. Car fi l’on foutîent 
que / — <7 zz / a on 1—izz.i —J— i “ o , on eft obligé d'avouer 
qu’il eft auftî/V— i~o, puisque lV—j ” 4 /— i. . Orilferoitnon 
feulement abfurde de foutenir,queles logarithmes des quantités imagi- 
naires ne foient pas imaginaires, mais il fer oit auffi faux que l Y— i — 
\xY — i, ce qui cft néant moins rîgoureufement prouvé. Ainfi en 
fe déclarant pour le fentiment de M. Bernoulli , on tombe en con tra- 
dition avec des vérités très folidemeut établies. ' ' ‘ 

Pofons que le fentiment de M. Bernoulli foit faux, & qu'il n’y 
ait point /— i zzo; car c'eft â quoi fe réduit le fentiment de M. Ber- 
noulli; & on fera obligé d'accufer de fauiïcté quelcune des .opérations 
fur lesquelles le raifonnement de la raifon eft fondé : ce qu'on ne 
pourra faire non plus fans tomber en contradiction avec d’autres véri- 
tés démontrées. Pour rendre cela plus évident, foit /— i zz to, & s’il 
n’eftpasw“o, fon doubleawne fera non plus zzo, or 2toeft-lo 
logarithme du quarré.de — i, lequel étant zz—)“ i ? le logarithmq de 
—J— i ne fer oit’ plus “ o, ce qui cft une nouvelle contradiction. P.ç- 

x 

plus r- x cft auffi bien “ — i. je'que ZZ — - , donc / -“-**ZZ /#-+* 

/ — i “ / j- / — I ; il feroit donc / — i ~ — / — i, fans qu’il fut 
/— i ~o; or c'eft une contradiction de dire qu'il foit — f— aîtziz — a fans 
qu’il foi “tf. 

Soit donc qu'on difé l’une ou l’autre de ces deux chofes, ou que 
le fentiment de M. Bernoulli cft vrai , ou qu’il cit faux, on fe plonge 
également dans le plus grand embarras, ayant à combattre avec des 
contradictions ouvertes. Cependant il faut abfolument , -ou que ce 
fentiment. foit vrai, ou qu'il foit faux , & il ne paroit point d’autre 
parti à prendre. Quel moyen donc de fe tirer d'affaire & de fauver 
ta vérité contre de fi grandes contradictions ? jepaffeà l’examen du 
fentiment de M. Leibniz. 


Senti’ 
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Sentiment de M. Leibniz. 

* 

M. Leibniz Jouttnt que les logarithmes de tous les nombres néga- 
tifs, if à plus forte raifon ceux des nombres imaginaires, et oient ima- 
ginaires : ou puisque l— aH. la-\-l— \,il Jouttnt que /— I e/oit une 
quantité imaginaire. 


J’ai déjà remarqué que M. Leibniz foutenoit , que la raifon de 
là— i ou de — là —J— i étoit imaginaire, puisque le logarithme 
de cette raifon ou /— i étoit imaginaire. On voit bien que toutes les 
ohjcftions faites contre le fyfteme de M. Bernoulli fervent à fortifier 
ce fentimenr, & que les raifons alléguées pour le fenriment de M. Ber- 
noulli doivent être contraires à celui de M. Leibniz. Cependant on 
peut apporter des raifons particulières pour confirmer le fenriment de 
AL Leibniz, qui feront le fujet’de mon examen, qui fuit: ■ ■ ■' 

i. Raifon. Ayant fait voir que le logarithme dunombre i-J-.v 
eft égal à là fomme de cette ferie : 

d’où Ton voit dabord que fi x~ i, ildoitêtre Maintenant 

pour avoir le logarithme de — i, il faut mettre — 2, d’où Ton 
obrent- 


l i — ■ 2 — ^ 8 j;. 1 d 3 ^ y. (5^ &t. 

Or il n’y a adeun doute , que la fomme de cette ferie divergente ne 
fauroit être ~ o ; donc il eft certain que /— i n’eft pas “ o. Le 
log.de —i fera donc imaginaire, puisqu’il eft d’ailleurs clair, qu’il 
ne feuroit être réel r c. à d. ou pofitif , ou négatif. 

2. Raifon , Soit y ~ lx , & pofant e pour le nombre dont le 
logarithme “ i , dont la valeur approcliée eft , comme on fait, 
e ” 2,718281828459; puisqu’il fera y l e “ I lx, on en tirera 
jf” e 3 . Ainfi le logarithme du nombre x étant l’expofant d’une 
puifiance de e qui eft égale au nombre x, il eft clair, qu’aucun expofent 
réel d'une puifiance de e ne feuroit produire un nombre négatif; & 

T 3 partant 


partant pour que eJ devienne zr — i, ni y“c,ni aucun nombre réel 
mis pour y fauroit remplir cette condition. Et pofant en général pour 
v un nombre négatif — a, dont on fuppofe le logarithme “y, l’équa- 
tion — a fera toujours impoflîble, ou la valeur de y imagi- 

naire. 


3. Raifon. Puisqu’en général la valeur de eJ s’exprime par 
cette feric infinie : 

h-7- M“- 

I 1.2 1.2.3 1.2. 3.4 I.2.3.4.5 

qui eft toujours convergente , quelque grand nombre qu’on mette 
pour y, de forte que les objections tirées de la nature des fuites diver- 
gentes, comme dans la première raifon , ne trouvent pas lieu ici. 
Aimi le logarithme du nombre x étant pofé “y, on aura 


x — 1 -+* 


y 

1 



1.2 


_1 3 _ 

1.2.3 


y 4 

1.2. 3. 4 


— f- &c. 


Si partant fi y marque le logarithme de — 1 , ou qu’il foit x “ — ij 
on aura cette égalité 


— I ZZ I -t- 


y 

1 


II 

1.2 


xl_ 

1 . 2 . 3 


y 4 

1 . 2 . 3*4 


—J— Sic. 


a laquelle, comme il eft d’abord clair, ne fauroit fatisfaire la valeur 
y"o, vu qu’il en réfulteroit — *1 ZZ —(— 1. Par conféquent il eft 
certain que le f logaritbmc de — 1 n’efi: pas zr o. 


Je me contente d’avoir apporté ces trois raîfirns , puisque les au- 
tres argumens , par lesquels on peut confirmer le fentiment de Mr. 
Leibniz, font déjà contenus dans les objections faites contre le fy (te- 
rne de Mr. Bernoulli. Cependant ces trois raifons que je viens d’ex- 
pofer, fontfujettes aux objections fuivantes. 

1. Objection. Contre la première raifon on dira d’abord, que 

l’accroUTe- 


* ÏJI ® 

PaccroÜ/fement continuel des termes, qui font Cous négatifs, de cette 
fuite : 

2 ” ^ ' ‘ Q ^ I (S * — ' y* 3 ^ y* ^ dîC» 

n’eft pas une marque feure que la Tomme de cette fuite ne fauroit être 
; — o. Car fl cette ferie géométrique 

~~~ -X 3 -+-x*-x 5 -+-x a -X 7 -f -* 8 -&c. 

I— t— ,v 

donne pour le cas •* ~ — 2 , celle-cy 

— • I I ~]~ 1 2 — | — 4 — I — 8 — | — ï 6 — | — 3 ^ — I — ($4 — I — Arc. 

drpoar le cas x — — 3 celle-cy. 

— zz 1 —f— 3 “ 4 ” 9 “ 4 ” 27 “ 4 ” 81 “ 4 ” ^43 “ 4 ” Aie. 

pourquoi, dira-t-on, ne feroit il pas poflible, que la fomme d’une ferie, 
donc les termes croiffent ayant par tout le meme figne, ne fut ” o. 
Pour en donner un exemple, on n’a qu’à ajouter à la derniere ferie ter- 
mes pour termes , celle-cy: 

4 — 1 — 1 - 4 - 1 — 1 -h 1 — 1 -h ï — 1 -h &c. 

& on aura effectivement : 

0 - 2 ~ [ ■- 2 — | — I O — [ — 26 — [ ■- — [ — 2^2 — [ ■- 73 O — | — A’C» 

Donc fi la fomme de cette ferie, eft ZZo , quelle abfurdité feroit il donc 
de foutenir, qu’il fut auffi 

0 - — 1 — 4 4 4 8 — 4 * 1 d ■“ 4 * 32 ~ 4 64 &c. 

& partant la première raifon n’eft pas convainquante. 

2 . Objettion. La fécondé raifon eft telle, qu’on pourroit auflî s’en 
fervir pour- prouver le fentiment oppofé. Car puisqu'il y a x — e J 
fuppofanr y le logarithme du nombre x y toutes les fois que y eft une 
fraction ayant pour dénominateur un nombre pair, il faut avouer qu’a* 
lors la valeur de e y & partant auffi de x , eft auffi bien négative qu’af- 
firmative. Ainfi û — > eft un logarithme, le nombre x qui lui répond 

étant 


« « 


étant e ~Ve 


fera tant affirmatif que négatif; de forte que 


m 


dans ce cas tant * que — x aura le même logarithme — , Donc, puis- 
que les logarithmes ne font pas des nombres ratlonels,&parconféquent 
équivalens à des frayions, donc les numérateurs & dénominateurs font 
inËmmentgrandsyun pourra toujours regarder les dénominateurs com- 
me des nombres pairs ; il s’enfuit que le meme logarithme, qui con- 
vient au nombre poütif — 1 — jr, conviendra auffi au nombre négatif —x. 

3. ObjcBwn , La troiûeme raîfon eft fans douce la plus forte, 
puisqu’elle femble exclure abfolument les nombres négatifs du nombre 
de ceux, à qui répondent des logarithmes réels. Car il eft clair que 
quelque nombre réel qu’on mette pour y, la valeurde cette ferie 


1 1.1 


1. 2. 3 


1 . 2 . 3* 4 


dec. 


ne fauroît jamais devenir négative, de forte qu’aucun logarithme réel 
ne fauroit repondre à un nombre négatif. “Cependant cette ferie n’etant 
vraie, qu’entant qu’elle découlé de la formule finie ey , les obje&ions 
precedentes ont ici également lieu. Car fi eJ peut donner un nom- 
bre négatif , il importe fort peu, fi la ferie qui lui eft égale en donne 
auffi un ou nou ? Pour reconnoitre cela, on n’a qu’à confidcrer une 

I rrJ-, | 

formule radicale, comme ~ t - — ~ * qui eft auffi bien — — que 




V(i-x) 


, quoique la ferie égale 

V(i-x) 1 

— i I.J I.3.5 

(*- j ) = *-+-**-+- zi **-+- -+- &c - 

ne donne que fa valeur affirmative , quelque nombre qu’on mette 
pour x. 

M. Leibniz ne manqueront pas de répondre à ces objc&ipns; & 
comme la première ne prouve pas le contraire de fon fentiment, de 

qu'elle 
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qu’elle ne rend que douteufe la première raifon, il ne perdroit rien de 
renoncer à cette première raifon, & de s’en tenir principalement aux 
autres. .Car au fond la fécondé. objeûion ne détruit point fon fend- 
illent, qui fe réduit uniquement à prouver que /— i n’cft pas — o: 
or la fécondé objeftion ne porte aucune atteinte à cela, vuquefi 
cl doit être i, l’expofant y ne fauroit être aucune fratlion de la for- 
me — , pour que le figue radical puifTe fournir une valeur négative. 

* 2 , 71 * 

Car on conviendra aifément , que foit qu’on mette pour y un nombre 
affirmatif plus grand que zéro , ou un nombre négatif quelconque 
pour y, la valeur de la puifTance eJ ne devient jamais ~ — i. Donc 
fi y n’eft pas imaginaire, il faudroit qu’il fut ej ~ — ï dans le cas 
y~o. : Mars 3ars ce cas évanouît toute ambiguité de lignes, qui pour- 
roit avoir lieu à caiife des figues radicaux, & il cft indubitablement 
e° “ — f— i. Et fi l’on vouloir dire , qu’on put regarder o comme 
& r° comme Y “ Y t j dont la valeur feroit auflï zr-*- i; ce 
fcroit -une exception fort foible, puisque par la même raifon on prou- 

* î 

veroit que — a car pofant a~a ~ W 2 ,onentireroit 

ajufij bien a~—a que,/! — — f- o. Pour prévenir ces fortes de con 

m 

féquences faulTes on n’a qu’à remarquer, "qu’une telle expreflîon a 
n’a deux Valeurs, i’une affirmative & l’autre négative, que lorsque la, 


fraftion — clt réduite 
2 » 




demeure encore un nombre pair. Ainfi comme la valeur de ces puis-* 
lances, a^a* /i 3 , /i 4 ,&c. n’eft pas ambiguë, aufli celle-cy a° ne fàu- 
roit être ambiguë. Il eft donc toujours ,t°~ -f— s , ce qui fuffit pouc 
détruire la fécondé objeftion; & i la troifieme n'a aucune force, qu'en- 
tant que la fécondé fubfifte. 

11 paroit donc que le fentimeut de M. Leibniz eft mieux fondé, 
puisqu’il n’cft pas contraire à la découverte de M. Bernoulli, qu ’ileft 
Mmt.dt VÀc&d. 7*>m m K U / I 
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IV— ï “ 3 ■tV'-i; puisqae M. Leibniz foutient, que le logarithme 
de — i,& à plus forte raifon celui de V— i, eft imaginaire. Mais en 
adoptant lefentiment de Mr. Leibniz on le jette dans les difficultés & 
contradictions fusmentionnées. Car fi/— i étoit imaginaire, fon doubla 
c.à d. le logarithme de (— i)* “ — i le feroit aulfi, ce qui ne con- 
vient pas avec le premier principe de la doCtrine des logarithmes, 
en vertu duquel on fuppofe /— }— i ~ o. 

De quelque coté donc qu'on fe tourne, foit qu’on embraflelefenti- 
ment de M. Bernoulli , ou celui de M- Leibniz, on rencontre toujours 
de fi grands obflaclcs à maintenir fon parti, qu’on ne fe fauroit mettre 
à l'abri des contradictions. Cependant il femble , que fi l'un de ces 
deux fentimens eft faux , l’autre doit nécelfairement être vrai; & qu’il 
n’y a point de milieu à choifir. Voilà donc une queftion extrême- 
ment importante, qui eft, d'établir la doCtrine des logarithmes, de 
telle forte qu'elle ne foit plus afïujettie à aucune contradiction. 

Mais après avoir bien pcfé les contradictions, qui fe trouvent de 
part & d’autre, on fera porté à croire, qu’une telle conciliation eft une 
chofe tout à fait impofîible ; & les ennemis des Mathématiques ne 
manqueront pas d'en tirer des conféquences fort facheuiès contre la cer- 
titude de cette fcience. Car quand les Pyrrhoniens ont attaqué tota- 
les les fciences , on conviendra aifémem, qu'il s'en faut beaucoup, 
que les objections, qu'ils ont apportées contre aucune fcience, appro- 
chent feulement, à l'egard de leur folidîté, des objections que je viens 
d’expo fer contre la doÜrine des logarithmes. Cependant je ferai 
voir f* clairement, qu’il n’y reliera plus le moindre doute, que cette 
doétrine eft folidement établie, & que toutes les difficultés fusmen- 
tionnées ne tirent leur origine, que d’une feule idée peu jufte: de forte 
que dès qu’on rectifiera cette idée, toutes ces difficultés & contradi- 
ctions, quelque fortes qu’elles ayentpu paroître, s'évanouiront dabord, 
& alors toute cette duCtrine des logarithmes fe foutiendra fi bien, 
qu'on fera en état de réfoudre aîfément toutes les objections , qui ont 
paru irrélblubk s auparavant. Sans ce developement, qui a pourtant 

été 


été inconnu jusqu'ici aux Mathématiciens, je ne fai pas, de qael otfif 
on devroit envîfager la do Sri ne des logarithmes : d'un coté on de- 
yroit avouîïr, qu'elle eft vraie & aufli folidement établie qu’aucune au- 
tre partie de l’ Analyfe ; or de l’autre coté onne fauroit disconvenir, que 
cette même doGrine feroit aflujctie à des contradi&ions , auxquelles' 
il feroit impoflible de répondre. On feroit par conféquent obligé 
d'avouer , que la Mathématique, & môme l’Analyfe, renferme des 
myftéres incomprehenftbles à nos efprits. Enfuite fi ces myfteres 
n'ont été tels qu’à caufe d’une feule idée, qui n’écoit pas entièrement 
exaGe, on en tirera cette conféquence fort importante, qu’îl eft extrê- 
mement dangereux de juger des chofes , dont on ne fe peut former 
que des idées imparfaites : or il eft bien certain, que hormis les 
Mathématiques le nombre des idées diftinGes & complettes eft fort 
petit. 

DENOUEMENT 

des Difficultés précédentes. 

H faut d’abord avoüer, que fi l’idée, que Mrs. Leibniz A BernouHi 
ont attachée au terme de logarithme, A que tous les Mathématiciens 
ont eu jusqu’ici, étoit parfaitement jufte, il feroit abfolumeHt impos- 
fible de délivrer la doGrine des logarithmes des contradiGions, que je 
viens de propofer. Or l’idée des logarithmes étant tirée de leur ori- 
gine, dont nous avons une parfaite connoifïance, comment feroit-il 
poflible qu’elle fut défeGueuîc 1 Lorsqu’on dit que le logarithme 
d’un nombre propofé eft l’expofant de la puiflance d’un certain nom- 
bre pris à volonté, laquelle devient égale au nombre propofé, il fem- 
ble qu’il ne manque rien à la juftefle de ccttc idée. Cela eft aufti bien 
vrai ; mais on accompagne communément cette idée d’une circoa* 
ftance, qui ne lui convient point : c’eft qu’on fuppofe ordinairement, 
presque fans qu’on s'en apperçoive, qu’à chaque nombre il ne .répond 
ju’un léul logarithme ; A pour peu qu’on y réfléchifle , on trouvera 
que toutes les difficultés & contradiGions , donc la doGrine des loga- 

U 2 rithmes 
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tithmes fembloit embaraflce, ne fub liftent qu’entant qu'on fuppofe, 
qu’à chaque nombre ne répond qu’un feul logarithme. Je dis dose, 
pour faire disparoitre toutes ces difficultés & contradictions , qu’en 
vertu même de la définition donnée il répond à chaque nombre une 
infinité de logarithmes ; ce que je démontrerai dans le theoreme 
fuivant. 

Theoreme. 

11 y a toujours une infinité âe logarithmes , qui conviennent éga- 
lement à chaque nombre propofé: ou, fi y marque le logarithme du nom- 
bre x, je dis que y renferme une infinité de valeurs differentes . 

DEMONSTRATION. 

Je me bornerai ici aux logarithmes hyperboliques, puisqu'on fait 
que les logarithmes de toutes les autres efpeces font à ceux-cy dans 
un rapport confiant, ainfi quand le logarithme hyperbolique du nom- 
bre x eft nommé ~ y, le logarithme tabulaire de ce même nombre 
fera ~o, 434294481 9- Or le fondement des logarithmes hy- 
perboliques eft, que fi w fignifie un nombre infiniment petit, le loga- 
rithme du nombre 1 w fera “ w , ou que)/ ( 1 H- w) =r w . De [à 
il s’enfuit que /( r -f— m) 2 “ 2 w; /( 1 H- w) 3 “ 3 w, & en général 
/(i — J — co) w ~n w. Mais puisque w eft un nombre infiniment petit, 
U eft évident, que le nombre (1 — J— to) 4 ne fauroit devenir égal à quel- 
que nombre propofé x, à moins quel’expofant u ne foit un nombre in- 
fini. Soit donc n un nombre infiniment grand, & qu’on pofe .v — 
(1— j- tü) w ,& le logarithme de a:, qui a été nommé —y, fera y rz n w. 

1 

Doncpour exprimerypar X, la première formuledonnant 1 — x p 
1 

&ü)~x » — 1, cette valeur étant fubftituée pour w dans l’autre for- 

1 

mule produira^ ~ n t x n — nzzzl x. D'oùileft clairque lavaleurdela 

formule 
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formule n x n — n approchera d'autant plus du logarithme de *, plus 

le nombre n fera pris grand; & fi l’on met pour n un nombre infini,. 

cette formule donnera la vraye valeur du logarithme de *. Or com- 

i T 

me il eft certain, que* a deux valeurs differentes, * trois, 


I 

T 


f ^ 

quatre, & ainfi de fuite , il fera également certain, que x » doit 
avoir une infinité de valeurs differentes, puisque n eft un nombre in* 

i 

fini. Par conféquent ectte infinité de valeurs differentes de * * 
produira suffi une infinité de valeurs differentes pour / x, de forte que 
Je nombre .v dort avoir une infinité de logarithmes. C. O. F. D. 

De là il s’enfuit que le logarithme de — j— i n’eft pas feulement 
~o, mais qu’il y a encore une infinité d’autres quantités, dont chacu- 
ne eft également le logarithme de —f— I . Cependant on comprend 
aifément quetous ces autres logarithmes, hormis le premier o feront, des 
quantités imaginaires; de forte que dans le calcul on eft en droit de ne 
regarder que o comme le logarithme de -f— i, tout deméme quelors- 
qu’il s’agit de la racine cubique de i, on ne fe fèrt que de i, quoique 

f . . — i-j-i/ — 3 — j — f/ — 3 

ces quantités imaginaires & — - — fbient également 

des racines cubiques de i. Mais quand on veut comparer ie logarith- 
me de x avec les logarithmes de — i, ou de V — I, qui font tous, à ce 
que je ferai voir dans la fuite, imaginaires, il faut confidérerle logarith- 
me de j dan.'; toute fon etendue; & alors toutes les difficultés & con- 
tradictions rapportées cy-defTus difparoicront d’elles memes. Car 
foient a, t. y ê, f, <f, &c. les logarithmes imaginaires de l'unité, qui 
lui répondent anfii bien que o, & on comprendra aifément qu’il peut 
être 2/— i ~l -f- i, quoique tous les logarithmes de — i foient ima- 
ginaires: car pour fatisfaire à l’equation ll—izz l— f- 1, il fuffit que 
le double de tous les logarithmes de — i, fe trouvent parmi les loga- 
rithmes imaginaires de — |— x . De même, puisque 4 IV — 1 “ /— |- r, 

U 3 cha- 
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chaque logarithme de V—t multiplié par 4 fe doit rencontrer dan* 
la ferie a, S, y, J, $, &c. Ainfi les égalités il — 1 — / — |— 1 & 

4 / V — 1 “ / H- ï » fe peuvent maintenir, fans qu’on fuit obligé de 
foute nir qu’il foit ou /— 1 zz o ou IV— 1 =0, comme M. Bernoulli 
a p;é.cndu. Ma : s tout cela fer* mis dans tout fon jour, quand je dé- 
terminerai a&uellement tous les logarithmes de chaque nombre pro- 
pofé, ce qui fera le fujet des problèmes fuivans. 

Problème I. 

Déterminer tous 1 er logarithmes ^ qui répondent à un nombre 
affirmatif propofé — j— a quelconque* 

SOLUTION. 


Puisque a efl un nombre pofitif, il aura certainement un logarith- 
me réel, qui fe trouve par les régies a fies connues -Soit donc A ce loga- 
rithme réel du nombre a, & puisque a — i.a, il fera la — / r — A ; 
ou bien chaque logarithme de i’unité étant ajouté à A donnera un lo- 
garithme du nombre propofé a ; & pour trouver tous fes logarithmes, 
on n’a qu'à chercher tous les logarithmes de l’unité — |— 1. Prenant 
donc y pour marquer un logarithme quelconque de — (— r, les valeurs 
de y doivent être tirées de l’équation du Tlieoreme en y mettant 

1 


x 

I 


1 , de on aura cette équation y — n 1 » — « , qui fe change en 

m I 

• — “ 1 * , & la délivrant des expofans rompus , on aur* 

fî 

(1— |— — ^ — 1, où h marque un nombre infini. Cette équatio* 


étant maintenant -pour ainfi dire rationelle, chacune de fes racines don- 
nera une valeur convenable pour y, c’eft à dire un logarithme de — (— 1, 
Or pour trouver toutes les racines de cette équation, on fait qu’il les 


faut tirer des faveurs de la formule 



— I, en fuppo&nt cha- 


que 
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fjuc fit£ïeor“o. Mais en général il eft démontré, que d'une telle for- 

m îK?r 

mule p°^f un facteur quelconque eft p 2 — 2pq cof.— — -J-y 3 , où K 

marque un nombre entier quelconque & tt l’angle de 1 80 °, ou laffloi- 
tié de la circonférence d’un cercle dont le rayon — i ; de force que 
donnant à K fuccefïivement toutes les valeurs polïïbles , qui font o, 
+ z, Hr 2 7 + 3, ■+' 4, +5, &c. on obtienne enfin tous les fafteurs de la 

n n 

formule r/*— y*. Etpartant toutes les racines de l’équation p — q ~o 
feront comprifes dans cette exprefïïon générale plZlq (cof —~ 


■±V~ i. fin. — qui fe trouve en pofant/» * —î/^cof ~~- 
-Af-qq ~ o. Donc toutes les racines de notre équation trouvée. 



^ofant : i — & q — i feront contenues dans «ctte exprès- 
ton générale 

y - 2 Krr iXv 

i — U — “ cof •+■ V— ï . fin . 

n n n 

Or puisque n marque un nombre infini, l’arc ~~~ fera infiniment pe- 
tit; il fera donc 

cof “ i & fin ” 

n n n 


d’où il s’enfu 


y . 2\)T . _ 

it i H~ - = i ± V - i, & 

n n 


partant 


y “ + 2 K t V — i. 

On n’a qu’a fubftituer maintenant pour K fucceflivcment toutes les va- 
leurs 
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leurs déterminées quelle renferme, favoir o, l, î, 3, 4, 5, <5, 7, de, 
à l’infini; & tous les logarithmes de l’unité, ou toutes les valeurs pos- 
fibles de / 1 feront ; 

o; ± 2 K Y - 1 ; ± 4 ît y — 1 ; + d sr y — 1 ; +8 ttY — 1 ; &c. 
Donc tous les logarithmes du nombre propole a t dont on fait déjà le 
logarithme réel A, feront: 

A; A±2^y-i ; A+4^y — 1 ; A^z 6 ttY—i ; A+Sry— 1 ; dre. 

C. Q. F. T. 

De là il eft clair, que chaque nombre pofitifn'a qu’un feul logarith- 
me réél, d* que tous fes autres logarithmes infinis font imaginaires. 
Cependant tous ces logarithmes imaginaires joüiffent rie la meme pro- 
priété que le réel, & on s’en pourroit fervir également dans le calcul 
en obfervant les memes régies. Car foient A, B, C, D &c. les lo- 
garithmes réels des nombres poficifs a, b } c, &c. de forte qu’il 
foit en général. 

/a~A± 2 K'rV—i ; /£mB± i^ttY-i ; /c“C± 2 va-y— 1 d* c. 

Maintenant foir c~ ah & on fait qu’il fera C“ A-^B: or prenant 
les logarithmes en général on verra auffi,quela fomme ries logarithmes 
des fatàeurs/7, b elt toujours égale au logarithme du produit abzzt. 
Car on aura 

la — f- IbzZ A -f- B + 2 ^ 7 tY— l 
mettant pour £ un nombre quelconque entier, qui peut réfuitereu 
ajoutant les termes + îKt V— 1 & ■+• Y— 1. Or il efi clair 

que mettant A— j—B~C cette expreffion de /a— J— Ib convjfent par- 
faitement avec celle-cy le ZZ Q ±2 vtt Y— 1. Le même accord 
fetrouvera aulfi dans la divifion, l'élévation aux puifiances, d* l’ex- 
traüion des racines, oii l'on fait ufage des logarithmes. Mais pour 
ce qui regarde l'extraflion des racines, comme le nombre des racines 
eft toujours égal à l'expofant du ligne radical , cette maniéré d’ex- 
primer Ie> logarithmes généralement a cet avantage fur la jnauiere 

ordi- 


ordinaire, qu’elle nous découvre toutes les racines; lu lieu que par la 
méthode ordinaire on ne trouve dans chaque cas, qu'une racine, (avoir la 
réelle & qui eft en même tems pofitive : ce qu'on rcconnoitra plus 
évidemment, lorsque j'aurai déterminé tous les logarithmes des nom- 
bres tant négatifs qu’imaginaires. 

Problème IL 

Déterminer tous les logarithmes , qui répondent à un nombre 
négatif quelconque — a. 

SOLUTION. 

Puisque -*“- 1 .( 7 , il fera l-a~ & prenant 

pour la le logarithme réel de a, on aura tous les logarithmes du nom- 
bre négatif — a, fi l’on cherche tous les logarithmes de — r. Mais 
ayant vu, que mettant y pour le logarithme du nombre x en général* 

L y - 

il eft y — nx » -« , d'où l'on tire, i - 1 - - ” x » & partant 


( i _ x “ o. Donc y exprimera tous les logarithmes de- 

— i fi l'on met x~— i , de forte que tous les logarithmes de — f 
feront les racines de cette équation 

(i _ ^ Y t — o, pofant le nombre «infiniment grand. 

Or on fait que de cette équation générale p n toutes 

les racines fe trouvent de la réfolution de cette formule cof 

(2 K — 1 ) -ïï « qi — 0 f prenant pour K fucceflivement tous les nom- 


bres entiers tant affirmatifs que négatifs : & partant on aura p~f 
fl\ — 1 )ïT 


^cof 


n 


cette équation propofée : 

Mhnmrtt âtVÀi&àtmU, Tom,K 


- 4 -V — 1. fin. ^ . Donc les racines 

— n J 

O 


de 





1 = °i 

feront toutes comprifes dans cette formule générale : 




n 


n 


n 


t 


laquelle à caufe de n ” t/i. fe change en 

y — + V-i. 

Par conféquent mettant pour K fucceflivement toutes les valeurs, qui 
lui conviennent, tous les logarithmes de — I feront: 

i^TrV—s ; + 30-1 ; i ; + 70'’— i ; i ; &c. 

Donc fi nous pofons l — |— a ~ A , ou que A marque le logarithme 
réel du nombre pofitif —J— a f tous les logarithmes du nombre néga- 
tif — a feront : 

A + 5T V—i ; A+3 «V— i ; A+ 577-7/ — 1 ; A+77rV—x ; &c. 
dont le nombre eft- infini. C. Q.F.T. 

De là il eft clair, que tous les logarithmes d’un nombre négatif 
quelconque, font imaginaires, & qu’il n’y a aucun nombre négatif, dont 
tyi de fes logarithmes foit réel. Mr. Leibniz a eu donc raifon de foute- 
nlr,que les logarithmes des nombres négatifs éroient imaginaires. Ce- 
pendant puisque les nombres affirmatifs ont auffi une infinité de loga- 
rithmes imaginaires,touresles objections de A 4 . Bernoulli contre ccfen- 
timent perdent leur force. Car quoiqu’il foit l- 1 ~+(ah.— 1 )k V— j 
le logarithme de fon quarré fera !Q— i) 2 “ + a(ah.— 1 ) tt V— 1 
expreflion qui fe trouve parmi les logarithmes de — j— 1, de forte qu’il 
dçmcure vrai que 'i l — 1 — i~\~ 1 , quoique nul des Iogariti mes 
de — 1 fe trouve parmi les logarithmes de— f— 1. Soit A le logarithme 
r'éeï-du nombre pofitif — |— tf, Arque p marque en général- tous les 
nombres pairs , & q tous les nombres impairs entiers : & ayant 
en général : 

/ + J “ + 1 & l — 1 “ + q vV — i. 


& 


& /+ • — Ai: p^ V—i & / — a rr A -4-ÿir i. 

d’où I on voit que /( — a) z “ 2/-fl~iA + 2^TV’ — I. Or 2^ 
étant ~p,& 2 A le logarithme réel de /r 2 ,on voit que 2 A+ p^V—t 
eft la formule générale des logarithmes de /7 a * ainli il eft /(— a) z — A** 
ou bien 2 l— a ~ 2 / 4 - a t fans qu’il foit /—a — ce qui feroit 

fois doute contradi&oire,fi les nombres -4- a 6 i~a n’a voient qu’un feul 
logarithme; car alors onauroit raifon de conclure, qu'il fut 
s'il etoit 2/ — a “ 2/4* a. Mais dès qu’on tombe d’accord, que 
tant—/» que 4 * a ont une infinité de logarithmes, cette conféquence, 
toute néceflaire qu’elle fut auparavant, n’eft plus jufte; puisque pour 
qu’il foit 2/— a ~ 2 A-h a-, il fuffit, que les doubles de tous les loga- 
rithmes de — a fe rencontrent dans les logarithmes de -j—œa. Ce 
qui peu: arriver, comme nous voyons, fans qu’aucun des logarithmes 
de — a foit égal à aucun des logarithmes de 4 -a. 

II faut cependant avouer que toutes les valeurs de 2 l—n font 
differentes des valeurs de 2 /+«, vu qu’il eft : 

2 / 4 -tf “ 2A~ s r2p7lV — I & 2 1 — a ” 2 A + 2 q — I-, 
où 2 p marque un nombre pairement pair, & 2 q un nortbre impai- 
rement pair quelconque. Mais il faut remarquer que les logarithmes 
de 4-**, comme d'un nombre affirmatif dont le logarithme réel eft 
“2 A, font compris dans cette formule générale /<7 2 ~2A4^>;r-y''— ^ 
où p marque un nombre pair quelconque fans en excepter zéro. 
Cela remarqué il eft clair, que toutes les valeurs de2 l—a font comprifes 
dans celles de /a 3 ,auffi bien que celles de 2 t-ha. Ainfi quoiqu'on 
puifle dire que 2 l — <7 ~ / a 2 & 2 l + azzz là 3, , prenant le figue 
de ~ pour marquer, que les valeurs de 2 Î — a ou de 2/4-ff fe ren- 
contrent parmi les valeurs de lu ' 1 5 on ne fauroit dire à la vérité 
qu'il foit 2 l—a~ 2/4- a. Néantmoins comme dans les formules 
{+ a — A + p^y — I & /-unA + yl/ — 1 les nombres p&cf 
font indéterminés, rien n’oblige qu’en doublant ces logarithmes o* 
prenne .pour p & q les mêmes nombres. Ainfi pour faire ces multi- 

X 2 plica- 



pbcations dans toute leur étendue, que/>, p*, pM f &c. marquent 
des nombres pairs quelconques égaux ou inégaux , & q ^ q‘ ( , q^*, 
&.*c. des nombres impairs égaux ou inégaux entr’eux ; ces duplica- 
tions fe feront de la maniéré fuivante ; 


l+azz 

/-hn~ 


A± p 7T~\/ — i 

A ±//arV— x, 


2/+«“ 2Aj:(/iH-^)Ty-i 
Ici maintenant p 


/-e” AttyffV-I 

l~ a ~ A‘j;y / ?rV~i 


2/-æ“îA+ ( q-y-q 1 ')'^ V— I 


marquant la fomme de deux nombres pairs 
quelconques, & q -h q / la fomme de deux nombres impairs quelcon- 
ques, tan t p~\~p / que y 4-^ marquera un nombre pair quelconque; 
& partant il fera p p* ~ q -f- donc 1 l — a ~ ïl-\-a. 
Par conféquent dans ce fens on pourra foutenir qu’il eft i ! — a — 
fans qu’il fuit l—a “ De même maniéré il fera 


3 l~\-aZX. 3 A + V— I ~ 3 A+/^V-I ~/+n 3 

3 /— 3 A +; {q^rq l ~>r q u ) 7tV — 1 HT 3 A + qn V— I “ /— a 3 

car p-h pl+ pu produit tous les nombres pairs , & convient par con- 
féquent avec p ; pareillement q-+-q*-+-q ,/ produit cous les nombres 
impairs & convient avec q. Or puisque q+q f +ÿ w +r // / produit 
tous les nombres pairs, cette expreiïion fera équivalente avec p : donc 
les quadruples feront : 

4 /+ a — 4A±(p+pt-hpt / +p //t )7ry— 1~ ifA+^V-i — I+a* 
4 ' — û— 4A + {q+ qt+qH + q'* 1 )# V— I ^ ifA'+'/iwV— I ZZ/-+-a 4 

Ainfi cette maniéré de trouver les logarithmes des puilTances tant de -t-/i 
que de — a s'accorde paifaiten eut bien avec les principes connus 
tant des puifiances que des logarithmes. & toutes les objeflions rap- 
portées cy-defius n’ont plus aucune prife fur ces écrites démontrées. 
Le mCme accord s’obfervcra auftl dans les logarithmes des quantités 
imaginaires , que je m’ en vai dévelopcr dans le problème fuivant. 


Proble- 


@ I «î & 

Problème III. 

Déterminer tous les logarithmes d’une quantité imaginatrt 
quelconque, 

SOLUTION. 

Il cft démontré que toute quantité imaginaire, quelque compl» 
qtiée qu’ePe foit , fe réduit toujours à cette forme a— (— b Y — i , où 
œ&cb font des quantités réelles. Je pofe maintenant y{ua— J— bb) 
a b 

~r, & - 7 ; — 77T & -7- ; — r— r feront le cofinus & le finus 

V{ua— \-bb) V {(la-q-blf) 

d’un certain angle , qu’il fera aîfé de trouver par les tables. Soit donc 
cct angle — <P, qui marque en même tems la quantité de l'arc de cer- 
cle, qui eft fa mefnre, le finus total étant pofé ~ 1. On aura donc 
a~c cof<p& é — c fin (f> ; & la formule imaginaire, dont il faut 
chercher tous les logarithmes, fera 

a— f— bV — 1 — c (cofep— |— "Y — i.fin <£>) 
ou, puisque c eft un nombre affirmatif, foit C fon logarithme réel, & 
on aura: 

l(a- 3 f-hV- 1) = C-f- /(cof^-f-y-i.nn^) 

I! s'agit donc de chercher tous les logarithmes de la quantité imaginai- 
re cof — ) — V — 1. fm (p, laquelle étant mife pour .r,fes logarithmes fe- 
ront les valeurs de y tirées de cette équation (1 —J- J — x — o, n 

marquant un nombre infini. Mais pour pouvoir comparer cette équa- 
tion avec la forme générale /» - q* — o, je remarque que* — cof <P 

2)]/— I \ W - 

— J- y~ 1 .fin(P“(i-j — j , dont la vérité cft fuffüamment 


n 


prouvée ailleurs. Car on fait que 

* < P 2 ?> 4 

cof Q ~ t - — 1- - 

1 . 2 , 1.2, 3.4. 


0 < 


1,2. 3. 4.5.5. 


&c. 


X 3 


&fin 


— dre. 


& fm ~ <P — 


® ilâtf 4 $ 

<r>‘ 


3 4 ï* 3 * 4 1 5 4 
Or puisque n eft un nombre infini, il fera; 

(py-iV_ W-t Ç> 2 Ç> 3 V~t . Ç> + 1 # 

^ « y l ^~ ï 1.2 i. 2. 3 ^ 1.2. 3.4 ^ 1.2. 3. 4 .y c ’ 

®*|/ t'\ ,f 

d’où il eft clair que (i-| — J “coftP-f-V — 1. fintp. Nous 

y r 4. {& Y — 1 , , 

aurons donc pzz 1 ~\r ~ & $ — — — , pour l'equation a re- 

foudre /,* — q* — o. Mais ayant vu déjà que chacune des racines 
de cette équation eft contenue dans cette formule générale 

p — ^(cof— — +V'— 1. fin prenant pour K tous les nombre* 

entiers, ou affirmatifs ou négatifs, il fera pour notre cas ; 

y , î’V'-i'N , e ïKn , , ^Ktt\ 

l 4 - *- “(i + ) (cof +y-i.fin ) 

T n n y n ns 

&î parce que à caufe du nombre n infini il eft cof fin — 

il fera 1 -f ~ = (1 -f (lit V— ï)i ce quidoa- 

ne y “ V — 1 2 KirV — 1 : d’où tous les logarithmes de la for- 

mule cof(P - 4 - fin <p. V — I feront: 

$Y— 1; (tp+ 27 r)y— 1; i ; (<P:£'f;r)V— 1; &c. 

sk les logarithmes de la formule imaginaire a + b Y — i,pofaat 

c~V Qia*4-bb')<> & tang <p ~ — , ou cof$>— — &fm^~ — , & de 

a c c 

plus/r = C, feront: 

C+(py-i;C+C^+î»')V-i;C-f(îl± 4 T)|/-l;C-f(^itfîr)y-iî&c. 

C. Q- F. T. 

Delà 


& ® 

De là il eft clair, qne tous les logarithmes d*une quantité imaginaire 
font aufli imaginaires; car, lorsque ou Çï~ o,ou <p“ i 2 \;r,qui font 
les cas où quelcun de ces logarithmes pourroit devenir réel , cela ne 

b 

peut arriver, que lorsque tang — zz o; il feroit donc b = o, & 

la quantité a\bY j cefleroit d’étre imaginaire. Donc, fi l'on prend p 
pour lignifier chaque nombre pair, ou alfirmatif ou négatif, tous les lo^ 
garithmes de la quantité imaginaire a ~f- IY — i feront renfermés dans 
cette formule générale C -J- (<P -{- p 7r) Y — i, où C eft le logarithme 
réel de la quantité affirmative Y (atf -{- bb') ~ c , & l’arc ou l’angle (p 

b a 

eft pris tel, qu'il eft fin (Jï~ — & cof (p ~ — . Or puisqu’il y a une 

b g 

infinité d’angles, qui conviennent au meme finus — & cofinus — , qui 

c c 

font tous compris dans la formule Ç? -f p rr, on pourroit omettre le 
terme p ir , & dire que le logarithme de a -f- b Y - I eft en général 1 
riz C 4- (P Y - I ; puisque cet angle î> renferme déjà tous ces angles. 
Cependant fi l’on prend pour <p le plus petit angle affirmatif, qui ré- 
b et 

pond au finus - & au cofinus— ; la formule générale des logarithmes 

éç-t + b Y - 1 fora — C + ((p ît) V- i. 

Si l’angle <P eft tel, qu’il tient nne raifon commenfiirable avec is 
eu la circonférence du cercle, ce fera toujours une marque, qu’une 
•ertaine puiflance de la quantité imaginaire a\bY ~ l devient réelle. 

Car foit <P~ ~ t, & puisqu’il eft /(«+ JV-i)“C + n\p7f)Y- 1: 

il fera 

/(/7 -f bY ~ l) =vG-\- (p + vp)7rY -1* 

d'où l'on voitque fijtt -\-vp eft un nombre pair, ou feulement p pair, la puis- 

fance 



V p 

ôance (a -f b V- ï) fera un nombre réel affirmatif, & même “ c ZZ 
Çy (aa + lrlr'ïy : or fi fi -f vp,ou feulement fi cft un nombre impair, Il 


V y 

puiffance {n -f b V- i) fera un nombre négatif “ - c . 

Jusqu’ici on aurait pu croire, qu'il ferait indiffèrent de donner à 
iç- quelque valeur que ce foit, puisqu’il ne paroiffoit rien; ni dans les lo- 
garithmes des nombres affirmatifs / -f- urA+^V'- i , ni dans 
ceux des nombres négatifs /— aZZ q^y — j, d’où nous puifïïons 

comprendre, pourquoi la lettre tt dût plutôt marquer la demi-circon- 
ferencc d’un cercle décrit du rayon m i , que tout autre nombre. Mais 
àpréfent, où il s'agit des logarithmes des nombres imaginaires, la rai- 
fon en devient évidente* puisqu'il faut comparer l’angle P à de force 
que fi l’on donnoit à tï toute autre valeur que celle de deux angles 
droits, les formules de viendraient fauffes, & ne feraient plus d'accord* 
avec celles, que nous avons trouvées pour les nombres affirmatifs & 
négatifs. 

Pour faire voir cela plus clairement, fuppofons c^zi & C — o $ 
pour avoir cette formule cof P— \-V— i. fin P, dont tous les logarith- 
mes feront renfermés dans cette formule générale 

1 (cof p -f- y - j . fin <J>) — (<J> -+-/> t ) V - 1 
p marquant un nombre. entier p?ir quelconque, foit affirmatif, foit néga- 
tif, ou même zéro. 

De la nous tirerons premièrement d'abord les formules fupérieu- 
res pour les logarithmes des nombres réels affirmatifs ou négatifs. 
Car foit P— o, & à caufc de cof pzz i & fin P ZZ o, il fera / — J— i — : 
p TT y — t, ou bien en détaillant 

i\ i ~o; + 2 7rV— i ; + 4tV— i ; — i; + 8trV — i;&c. 

or mettant 180, à czufe de cof (Dm— i & fin p “O, il fera 

/— i “ (i —H f)îV-i ~q~y~ i, prenant q pour marquer un 
nombre impair quelconque. On aura donc; 

/- I — + irV~ I ; i; +7Tl / — i;&c, 

Devc- 


Dévelopons maintenant auffi les cas les plus (impies des nom- 
bres imaginaires, & foit: 

I. (p“ 90 o ~ï^,&à caufe de cof (pzzo & fin <p ~ — {— i , il 
fera /— \-V — i n (JH—/») Y — i ; donc tous les logarithmes rie 
-f-y — i feront: 

ivY-i; IrV-i; irV-xs ^irY -* i; ~ttY— i;&c. 

— \ ttY -1 ; — ^y-r ; — J 2 l xY— i ; — ~tt J/— i ; — —-^y— i ; &rc. 

Ajoutant ici deux valeurs quelconques enfemble pour avoir le loga- 
rithme de /(H~y — i^c’eft à dire de /— i, on trouvera ou YkY— i, 
ou± 3 Ty-i; ou + 5 ^y-i; &c. qui font tous des logarithmes 
de — i. 

2. Soit (p ~ 270® “ îTTyS: à caufe de cof(p”o &fin<p~— 1 
il fera /— Y — 1 “ (-T+/ 1 ) kV — 1 ; donc tous les logarithmes de 

— y — 1 feront contenus dans les expreffions fuivantes: 

-f &V - 1 ; -fi^y-i ; +¥*V-i Ï v-i*v - 1 ; i^y-i : &c. 

— iry-î ; -f^y-1 ; -IsV-i ; ry~i ; -~*V - 1 ; &c. 

où il eft clair comme auparavant, que deux valeurs quelconques étant 
ajoutées enfemble donnent q7rY-~ 1, pofant q pour unnombre impair 
quelconque; ce qui eft le logarithme - 1 ou de (-y - 1) 2 . De pim 
fi l'on ajoute un logarithme quelconque de-ÿ-làun logarithme 
quelconque de —I— Y - t , pour avoir un Logarithme du produit 
(— ] — y — 1 ) - (-y-r), qui eft |— i, on ne trouvera en effet qut 
des logarithmes de — |— r. Et il eft clair de mime qu’il fera: 

/H-y-i) -/(-y-i) = /-i ou /{-y- 1 ) - /^ 4 -y-i) — 1 

tout comme la nature de ces expreffions exige. 

y 3 

3 . Soit (p ~ 6 o° ZZ f 7T ou coi* p “ y & fin <p ZZ o» 

2 


trouvera i 


1 +y-3„ 


— ( f t y — 1, de forte que tous les lo- 


Mbnoira it fActdcimt, Tem. V, 


garni: me? 


i?o $ 

- - , -U- j —J — ^ — g 

garithmes cîe cette exprefïîon imaginaire — feront : 

WnV - 1 ; ^ Ja-V-i ; » & c * 

-|îrV-i; - jtV- 1 ; ; - ~%V - 1 ; ; &c. 

uh il ëft clair, que trois quelconques de ces loganthmes étant ajoutées 
enfemb'Ie produifent ^V-i, ou quekun des logarithmes de — i, 

f i - y y ~ 3^\ 3 

puisque^ -J — - l. 

V 4 

4. Soit Ç 1 ~ 1 20 § ît ou cof(P ”**£ & fin ^ ~ ; & 1 

s 

_ 1 — J/ ^ 3 

Ton trouvera l “ (§ -f- p) w V ~ 1 . Ainfi cous les lo- 

~ j —i— ~Y ~ 3 

garithmes de la formule imaginaire feront: 

+|«-y-I i +f»y-Iï ix^y-l ï i^T^y-i; 

'-^y-iî-^yy-ii'-x^y'" 1 ï -V^" 1 î '-^w , y^i;&c. 


&r puisque 


é — 1 — h y — 3 3 

- — J “-|-i, on verra qu’on obtient effcéïî- 

vemert les logarithmes de -{— 1 en ajoutant enfemble trois quelcon- 
ques de ces logarithmes. 


y 0 

5. Soic<P ~'240°~ $ ît, ou cof <P “ — l &Ci ntyzz 




— j y j 

l’on aura / — ( % +/>) v V “ *1 de forte que tous les lo* 

— 1 -y_ 3 

garithmes'dé cette formule feront: 

■+*.£ t 


• • }7l 

4-| ttV~ i ; -+' I ~ 7 rV ~ I ; + ^ttY - 1 ; 4 -~îry-x ; +"ttY - i ; &c. ■ 

-%ttV - i ; -iW-r* -~7tV~i: -"TrV-i : -y^y-i ; &c. 
d'où l'on tirera comme auparavant, en ajoutant trois quelconques deces 
logarithmes enfemble, quelcun des logarithmes de — i— 1, puisqu’il elt 

( - r -V - 3 \ s 

) — j— I. De même deux de ces logarithmes quel- 

t — i —1— "K m 3 

conques ajoutés enfemble produiront un logarithme de — -* — ; 

" i+v-3 


car il elt 


2 s 2 


Et puisqu'il elt réci 


0 = 


on verra suffi, que la 


proquement ^ 

- 1 -+-V-3 

fomme de deux logarithmes quelconques de produit un 

— I — Y - 3 

logarithme de . 

* ^ 

-y s 

6 . Soit (f)” 300°~5 -ît ou cof(£ ” \ Si fin — — - — ; & 1*0*1 

î _ q/- 3 

aura l — — {§ -\- p)tt Y - r. Par conféquent les logarithmes 

-rf— l.~* — 3 r 

de cette formule leront 

+ i tV~ i ; -i-y-rV - 1 ; + ~?rY ~ i ; +- 3 'Vy- 1 ; + ^ttY-i ; &c. 
-\*y- i ; -i-rY - 1 i - 1 ; -~rvY - 1 ; - V *v- 1 ; &c - 

Ou i! elt évident, que tro>s quelconques de ces logarithmes étant ajou- 
tés enfemble donnent un logarichmç de - i , conformément à ce qu’il 

i - y _ 3*\ 3 

) ~-j. Et en général on verra toujours, que tou- 

Y 2 


elt 


G 


tes 


* 


17 * 


« 


tes les operations , qu*on fera avec ces logarithmes, font parfaitement 
d’accord avec les opérations réiatives faites avec les nombres, qui 
leur conviennent; de forte qu’on ne rencontrera plus le moindre incon- 
vénient à l’egard des opérations en logarithmes, & de celles qui leur 
répondent en nombres. 

7. Soit <& — 45 0 ZI £ r ou cof(p ~ —7- & 

K 2 V ^ 


l’on aura 




Ain fi tous les loga- 


■ 4 ■ j ■ 1 ^ m j 

rithmes de cette expreflion imaginaire y - feront. 

+ ; +|yy-i ; +- ï ^ z wy-i; +“pry~i ; +“ 3 -:ry«i ;’&e. 

-^y-i ; "~îry-ï ; i ; ; ~^y-i ; &c. 

8 - Soit 0ZII35® ZI f TJ ou cof(p ” ^ 7 -^ &fin^).“— (-^ 7 ^ ; 

_ l — 1 — J 

& l'on aura / -7 — (t + p) x V 1 • Et partant tous les 

y 2 

1 —L— y — 1 

logarithmes de cette formule zV feront : 


y 2 


+ ^y-i; +-^pry«i ; 1 ; +~Vy«i ; +“3-y«i; &c. 

«^y-i ; -x^y ; -y^y-xj 

Chacun de ces logarithmes étant ajouté à quelcun des précedens de 
— 1 — *y — 1 

— produit un logarithme de la forme ^y-i ou de ~ I , 


y 2 


tout comme il faut, puisque 


— 1 - 4-y-i — 1 -+-y ~ 1 


— 1 


y2 * y 2 

9. Soit p— 225°zi|7r on cof(p“.rr- &fin $ t & l'on 

y 2 y 2 . 


aura 


& 175 


8ura 1 = a + * v ->■ 

de cette formule — ~ - Y - — - feront; 

V 2 


Donc tous les logarithmes 


; +-p»’V-i; Y-* 7 ïV~i j -f-^Vy-i ; &c. 

; -~n-y-i; -^.x-y-i; -^-y-ij &c. 
qui font les négatifs des précedens ; ce qui eft aufli parfaitement bien 


d'accord avec les opérations analytiques , puisqu’il eft 

/--x-hy-iN i— y_ r i 

= I : (^— pY —) & P«tant / —y — =-l — 


- i-y - 
y 2 

-4-y-i 
y^ * 


i 


io. Soit Jp~3i5°“|T, oucof^“ —f- 


I 

yï 


A' fin — ■ 


i 

yï 


d’où Ton aura ~ (i-^/’J^y — i- 

■ V 2 

j — y — i 

les logarithmes de cette formule — y~^ 


Par conséquent tous 
feront : 


*4-£s-y~i; -t-^s-y- 1 ; -*“^p^y- 1; -H^^-y-i; &c. 

-i^y-i; -fa-y-i; -~«-y-i; -^y-i; &c. 

Tous ces logarithmes des quatre derniers articles ont cetm propriété 
que chacun multiplié par 4 produit un logarithme de - 1 , ce qui eft 
conforme à la vérité j puisque les quarré-quarrés de ces quatre for- 
mules : 


* 4- 1 -4-y - 1 -ï^-y-i - t - y - 1 n-i-y-i 

y2 1 y 2 ; y* ; y 2 

produifenc le nombre — 1. 

Ces exemples fuftifent pour faire voir, que l’idée des logarithmes 
que je viens d’établir eft la véritable , & quelle eft parfaitement d’ac- 

Y 3 cord 
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cord aver toutes les opérations, que la théorie des logaritnmes rea- . 
ferme : de forte qu'on n’y rencontre plus aucune difficulté ; & que 
tontes (es contradt&ions, auxquelles cette do&rinc paroiflbit aflujettîe, 
disparoififenc entièrement. Far conséquent la grande controverse, qui 
partagea autrefois Mrs. Leibniz & Bernoulli, cft à prefcnt parfaitement 
décidée, enforte que ni l’un ni l’autre ne trouveroit plus le moindre 
fujet de refufer fon confentement. 


La belle découverte de Mr. Bernoulli, de ramener la quadrature 
du cercle aux logarithmes imaginaires, fe trouve aufïi non feulement 
parfaitement d’accord avec cette théorie, mais elle en eft une fuite né- 
cefiaire.&eftportée même par la à une infiniment plus grande étendue: 
puisque nous voyons, que les logarithmes de tous les nombres, entant 
qu'ils font imaginaires, dépendent tous de la quadrature du cercle. 


Ainfi les logarithmes de — |— i étant — I , il fera 


/+_I 

V-~l 


toujours une quantité réelle , mais qui renferme une infinité de va- 
leurs, à caufe de l’infinité des logarithmes de -h i. Conféquemment 
a cela, fi l’on pofe le rapport du diamètre à la circonférence — i : * , 


f ■■ |» ■ J 

toutes les valeurs de cette expreffion — — - feront les fui vantes: 
o ; ±2 t ; ±4 7 T ; ± 6 » ; ± Stt ; + iot; &c. 


De même les logarithmes de - i étant divifés par V - i fourniront 
les quantités réelles fui vantes, qui renferment également la quadrature 
du cercle. Car les valeurs de 


- — - font + + 37T*, -+- 5 tt ; + 7 7r ; 9 7r; dre. 

De la même maniéré on verra , que les valeurs des expreflious fui- 
v a n ces feront : 


Les 


& m €* 

• feront ceUes^cy à lmiwii 

+ l 7 T ; % ir ; + $ ir ; H- ~ ; -f 'V ~ ; &c. 

-%t; ~ ïtt; - ~-tt; " T 55 "; &c - 

+ In; + ï *; + ^tît; + •¥ îr ; + V îr ; &c * 


- J.Z. 
2 


&c. 


Les râleurs 
de 

/( 4-V- I) 

" i 

/(-T 7 - l) 

y- i I - i «• ; - -5 >r ; - * n- ; - y *■ , - - r •• , 

& on tirera également des autres exemples developés cy-deflus de 
feniblables exprefTions réelles, qui renfermeront toutes la quadrature 
du cercle. 

J'ai déjà fait fentir le bel accord de ces logarithmes avec 1 extra- 
ction des racines, ayant fait voir que les doubles tant des logarithmes 
de - i , que de ~b I , font contenus parmi les logarithmes de 
-b I, puisqu'il eft i zz i ) * 2 ZZ (— i ) 2 - de même puisque 
il eft 

■ .=(+.)• = cn-’ü)’ = (=yyr 

-i +]/-j 

on verra, qwe les triples des logarithmes de ' ~ J_ 


de 


— x _ y __ 3 

& de Je trouvent parmi les logarithmes de~b i. Mais 

je remarque ici de plus, comme i n*a que ces deux racines quarrées 

~b i & — i , ainfi fi l'on range les -doubles de tous les logarithmes 

tant de— b que de — i dans une fuite, on obtiendra la ferie corn- 

plette de tous les logarithmes de —b i ; car: 

a/— bi efto; +4 ttV — 1; + 8 ttV — +iarV — 1 ; &c. 

2 t — 1 eft ■+ 1 rV — 1 ; + 6 ttY — 1 ; :+- 1 o zrb — 1; Arc. 

De la même maniéré les trois racines cubiques de —b 1 étant —b I ; 

“ 1 — 1 — b —3 — i-b-3 

($£ , H l'on range les triples de tous les 

2 loga- 


. 2 


2 
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logarithmes de ces trois racines dans une fuite , il en ré fuite r a la fuite 
completce des logarithmes de -f- i , car; 

3/H-l donne o; ^îivrY-l ; +i 8 tV'-i &c. 

»i-4- V"3 - j -8 7 rV ~ i ;- j -' i 4 irV ~ i;&c. 

2 « -xÔTy-ij&c. 


-I-V-3^ -hlo;ry'-i;-+-idTy'-i;&c. 

2 -2^V-i; - s^y-i; -> i^ttY- i*&c. 

Dans ces trois fériés chaque Iogarithme.de -f-i fe trouve, & 
aucun ne s’y rencontre qu’une feule fois ; ce qui eft une marque, que 
l’unité n’a que ces trois racines cubiques, & qu’il faut les trois enfemble 
pour épuifer la nature de l’unité. 

11 en eft de même de toutes les autres racines de l*unité, & com- 
me les racines quarré-quarrées de 4 1 font: 

H-i, — 1; -h Y— 1; &-Y - 1 

on verra que les quadruples des logarithmes de chacune de ces raci- 
nes ne donnent que la quatrième partie des logarithmes de 4 I* Qr 
tous ces quadruples de toutes les quatre racines enfemble, produifenc 
toute la fuite des logarithmes de 4 I* H eft aulïi remarquable que 
tous les logarithmes d’une racine quelconque font differens des loga- 
rithmes de toute autre racine du même nom. Cependant quoique 
ces deux logarithmes / 4 I & /- 1 foient differens entr’eux, il eft 
néanmoins 2/4 I— / 4 i& 2 /~izz /- fl, fins qu*il foit 2 /4 I ZZ 

- 1 4 Y » î 

2/-1. Delà même maniéré ces trois logarithmes /4 1 j t ! 


« T m"]/ m 1 

& l font differens entr’eux ; cependant nonobftant cette 

2 

inégalité* il eft 

a/+izz/+i; 3^ — — /+ 1; & 3 / — - — — /-M* 


Nous 


X 


t 
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Nous voyons donc qu'il eft eflentiel î U nature des logarithmes, 
que chaque nombre ait une infinité de logarithmes, & que tous ces lo* 
garithmes foicnt differens non feulement entr'eux,mais auflî de tous les 
logarithmes de tout autre nombre. 11 en eft de meme des logarith- 
mes, que des angles, ou des arcs de cercle ; car, comme à chaque finus 
6; cofinus répond une infinité d'arcs differens, ainfi à chaque nombre 
convient une infinité de logarithmes differens. Mais il faut ici remar- 
quer une grande différence, qui eft, que tous les arcs, qui répondent au 
mémo finus &t cofinus font réels, au lieu que tous les logarithmes du 
même nombre font imaginaires à la referve d’un feul, -lorsque le nom- 
bre donné eft pefitif; car tous les logarithmes des nombres, tant néga- 
tifs qu’ imaginaires, font fans aucune exception imaginaires. Or com- 
me à un arc donné ne convient qu’un feul fmus & cofinus , ainfi à 
un logarithme propofé ne répond qu'un feul nombre; de forte que 
c'eft un problème, qui n'admet qu'une feule folution, lorsqu'on deman- 
de le nombre, qui convient à un logarithme propofé. 

Piobleme IV. 

Un - logarithme quelconque étant propofé t trouver (s nombre 
qui lui répond, 

SOLUTION. t 

Pofons premièrement que le logarithme propofé foit une quan- 
tité réelle zz /, & on fait que pofant le nombre zz e ? dont le loga* 
richmc réel^: I, le nombre qui répond au logarithme y* fera ZZ e L 

En fécond lieu, foit le logarithme propofé ~g V— i ou fimple- 
ment imaginaire, A: foit x le nombre qui lui répond. Puisque g eft un 
nombre réel, qu'on le compare avec tt, & qu’il foit g rz :r, & il eft 
clair, fi tu eft un nombre entier ou pair ou impair, le nombre x fera 
ou -f i ou - i. Mais pour tout autre cas quelconque le nombre * 
fera imaginaire, dé pour le trouveron n’a qu’kprendrc un arc de cercle 
Mm, àt tAcad, lom. V. Z ZZ g 
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; — g T le rayon étant zz I & ayant cherché Ton finus & cofinus,Ie nom- 
bre cherché fera #— cofg + V— t . fin g. 

En troifieme lieu, foit le logarithme propofé une quantité imagi- 
naire quelconque -f g V — I , puisqu’on fait que toute quantité 
imaginaire fe peut réduire à cette forme f\gV- i ; en forte que f&c 
g fuient des nombres réels. Cela pofé, il eft clair que le nombre cher- 
ché .r fera le produit de deux nombres, dont l’un aura pour logarithme 
f & l’autre g y - i. Par conféquent le nombre qui répond au logarith- 
me/ -f g y - i fera zr J (cof^- -J- y - i . fin . C. Q- F. T. 

On voit donc que le nombre, qui répond an logarithme propofé 
f -f g y - i fera réel, lorsque fin g zz o, c’eft à dire, lorsque g ZZ m ît, 
le coefficient m étant un nombre entier quelconque, ou affirmatif ou 
négatif. Dans ce cas on voit de plus, que ftr/t eft un nombre pair, àcau- 
fe de cofg — -f r, le nombre cherché fera affirmatif, mais fi m eft un 
nombre impair, qu'a caufe de cof£ zz— i, le nombre cherché fera ne- 

jratif — „ c f. Dans tous les autres cas, ou c’eft a dire — fera un 

7 *~ 

nombre rompu, ou même irrationel, le nombre qui répond à ce loga- 
rithme f g y — i fera infailliblement imaginaire. 

* 

Parlcmoyende cette régie on pourra auffi fefervirdcslogarithmes 
dans le calcul des nombres imaginaires. Pour en donner un exemple, 

qu’on cherche la valeur de cette expreftion 

f 1 h- y " i n, 3 /*" i“y~3''\ 2 1 y ad a* . 

^ J - J y - 1 — A. Pour cet eftet on n a 

qu’à prendre un logarithme quelconque de chaque fafteur, & en 
faire les opérations conformément aux régies généralement reçues 
en forte: 


( 


" i y- 3 


y 


t - 1 
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2 

4-i+V-i 
1 V* 


%irV-i. Donc 
x ttV-i ; . . . . 


4/ 


3'/ 


■i+V-S 

2 

Va 


- 1 -y- 3 _ 4 v 

“ 5 7K" 


t t t t 


2 / 


- I 


-v-3 


3 tV «i 

\ 7rV~t 

^ïtV-i 


& enfin /]/- jt ~ l-srl/- j 

Donc la Tomme ou /A ZZ ~'f t K - i 

Par confequent le produit cherché fers 

A zz cof -“ff + V-i. ou bien 

A zz cof jj TT ~h V - i. fin —j- ~ 

Je remarque encore que le logarithme propofé étant “/"---^y « i 
le nombre répondant félon la régie commune fe trouve IZI s & y ~~ 1 
Or cette cxpreflîon eft: tout à fait équivalente à celle que nous venons 
de trouver, Car on Gtit d'ailleurs que e s 1/ ~ I ~cof£-+-y - i. fin g & 
partant — e? . e^~ 1 ~ e? (cof g -4- V - i . fing) : mais 

cette derniere exprefïion efl; plus commode que la première, ou les 
imaginaires entrent dans l'expofant. 
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